WYZNACZENIE 


STAŁYCH MNOŻNIKOW 


WE WZORACH 
DLA LINIJNEJ TRANSFORMACYI FUNKCYI © 
SUMMY GAUSSA 
SYMBOLÓW LEGENDRE'A 


I PRAWO WZAJEMNOŚCI 


PRZEZ 


J. SOCHOCKIEGO 


Przedstawiono na posiedzeniu Towarzystwa Nauk Ścisiych w Paryżu, dnia 4 Stycznia 1877 roku 


funkcye Ow, w, 2) i OQ, Q, z), których parametry zadosyć czynią warunkom 


4. Dwie 
a / © Llw, 
Q' = aw -bw , 
aby ab l. 
z) i e,(a, Q’, 3) 


5 


gdzie a, b, a,, bn są liczbami całkowitemi, a skaźniki ¿ i j są takiemi, że ©4fo, w, 
- znajdują się w następującym 


stają się zerem dla jednych i tych samych wartości zmiennćj z, 
związku : 
bz3*i 
ojla, a', z) = Ce" Ow, w”, 3). 
Wyrażenie mnożnika stałego C dał p. Hermite w swojćj rozprawie: « Sur quelques formules rela- 
tives à la transformation des fonctions elliptiques » (Journal de M. Liouville, 1858), i kwestya ta jes! 


zatém zupełnie rozwiązaną. 
ART. I. 
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2 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU, — TOM X. 


Lecz nietradnóm jest okazać, że opierając się wyłacznie na znanych, elementarnych własnościach 
funkcyi ©, można nie tylko znaleźć ogólne wyrażenie mnożnika C, ale i otrzymać zarazem te wzory 
Gauss'a i Cauchy, do których odwołuje się p. Hermite we wspomnianćj wyżćj rozprawie. Słowem, 
wyznaczenie wartości mnożnika © prowadzi bezpośrednio do znalezienia wartości summ Gaussa, jak 
również wszystkich charakterystycznych własności symbolu Legendre'a albo Jacobi'ego ; i wypadki tą 
drogą otrzymane stanowią, bez wątpienia, jedno z najpiękniejszych zastosowań funkcyj eliptycznych 


do teoryi liczb. 


2. Cztery funkcve 
(o, ©”, Z) =G;(2),, (= 0, 1, 2, 3), 
zadość czynią równości 


o(0/ 0,0) 


O» zje Z). 
610)0,0 a(z) ©;(z) 


e(z)0',(z) — 0, (z)0'(z) = 


Biorąc drugie pochodne obydwóch stron i czyniące następnie z =0, otrzymujemy 


81"(0)__ e"(0) , 6(0) , 6 = 


} 


CHOR 60 00) ©) ; 0,0) 


' 


Oznaczywszy stosunek — przez p i uważając każdą z funkcyj ©;(z) jako zależącą ol trzech zmien- 
w 


nych niezależnych : z, p, w, mamy 


2a ( łO;(z . £ 
ËO;(2)__ Art dO; =N S 


dè w d ’ 
ztąd otrzymujemy 
š Art do(0) 
= == 
S ( ) OW da 
Ari dO. do(0) 
o= 
ia r ai 
67/0) = ini doz 0) i 
w” do 
8,” U i RZE do, (0). ; 
w do 


wstawiając te wyrażenia w powyższe równanie, olrzymamy 


, 


dlogo, (0) _dlogo:0j BRA (0) , d logo,(0) 
Dwa 


do g p dp i do 
albo 
dloge',(0) __dlogo(0 0:000). 
ztąd 


0,/00—20 00.00 o (0). 
w 
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WYZNACZENIE STAŁYCH MNOŻNIKÓW. 


Nazywając przez g wartość stosunku 
__6',(0)6;(0) 
__e0)6.(0) * 


z ostatniego równania otrzymujemy 
(1) 6;(0)=|/ L. 
T 
Wzór ten, dawno znany w teoryi eliptycznych funkcyj posłuży nam do znalezienia wartości sta- 
łego mnożnika C, o którym mówiliśmy w poprzednim numerze; dlatego téż i przytoczyliśmy jeden 


z najprostszych, znanych sposobów jego wyprowadzenia. 
3. Przystępując do ogólnego rozwiązania zadania o linijnćj transformacyi funkcyi ©, weźmiemy na- 


przód pod uwagę szczególny, najprostszy przypadek, mianowicie : 


a=W, Q= o 


W takim razie mieć będziemy 


nii 


©;(w', —w, 5) = 0e" Q;(w, w, Z), 


1 
O(w y=" w; Zj 
zzi 


mi: + 
Q(w', — w», Ż Ce"* olw, %, Ż); 


nati 
©,(w, —w, 5) =— (ie "Oilo, w', Z), 
przy czém trzy ostatnie równania otrzymują się bezpośrednio z pierwszego. 
Zeby znaleźć wartość mnożnika C uczyńmy w powyższych równaniach z =0, wtedy otrzymamy 


Oslo, — W, 0) m CO;(», ©, 0), 


albo, na mocy (1), 


ztąd 
c= YE +, 
gw 


Lecz 
O'ilw, —w. 0)O;(o,, —w. 0) 


ER: 

A Olw, — w; 0) ©(w', — o 0) z 
przeto, wstawiając na miejsce czynników w liczniku i mianowniku ich wartości, otrzymane z po- 
przednich równań, znajdujemy 


=s —i0'(», w”, 0) O;(», w, 0) 
H= Ge, a OS) 


, 
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4 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM *. 


albo 
g= — i9; 


C= a żre, 
0) 


Otrzymane wyrażenie ilości Œ wskazuje nam, że rzetelna część © nie może być równą zeru, gdyż 


w skutek lego 


w takim razie ilość 


. . , . . łe w . 21% . . 
bylaby odjemną, i współczynnik przy č w wartości stosunku + byłby ilością odjemną, co być nie 
: E ) 
może. 


W szczególnym przypadku, kiedy 
1 
t g 
ae -N 
w 
gdzie 6 >œ 0, mieć będziemy 
> m 
C=v$, 


i pierwiastek kwadratowy należy brać dodatny, gdyż w równaniu 


_ Bylo, — o. 0) 


Ozlo, w, 0) 
tak iicznik jak i mianownik oczywiście otrzymują wartości dodatne. 


Zważywszy teraz, że ilość Č jest funkcyq ciągłą zmiennćj niezależnćj 


przy wszelkich jćj wartościach, z dwóch wyżćj przytoczonych uwag wnosimy, że przy wszelkich 
wartościach dla p rzetelna część ilości C jest dodatną. 


I tak, we wzorze 
=== 
— . 
G= vV — ł —. 
w 
należy brać tę wartość pierwiastku kwadratowego, którćj rzetelna część jest dodatną. 


Podstawiając zamiast C otrzymaną wartość, mamy 


OQ;(»' — w, 0) = TE pa Ozlw, w, 0), 
w 


DEC 
O (w, — w, 0=|/ = i> Olo, w', 0), 


O:lw', me 0) = y= s Oo,w',0), 


Olo s — o, Z 7 ? TER 
p (Be „ZE g ea) | 
B \ Z J 


je w =0 
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WYZNACZENIE STAŁYCH MNOŻNIRÓW. 


Każda z trzech funkcyi 6/6, »',0), 64/6, w, 0], ©50.«',0) zależy tylko od ilości 2 = p; dla skróce- 
w 


nia będziemy je wyrażać tak : fa), ©;/7), ©,(„). Funkcyę zaś 


up (= w 2) 
v RZE 
z / z=0 


zależącą od pi cd w przedstawiać hędziemy przez 


OWA w. 


Powyższe zatćm cztery równości można napisać tak : 


= Vie.(- 
| p e 


" z PORZ BE. 
O'i, w) = i w rA a cp). 
p p ! 


Pierwsza z tych równości znaleziona była przez Poisson'a i także niezależnie przez Cauchy. Do 
poprzednich równości przyłączymy jeszcze następujące, które otrzymują się bezpośrednio z ogólnych 
wyrażeń funkcyi Og) : 

Osle + 1) =0(o. 
0, + 1) = 6,5). 


(3) | zi 
Olg -|- D= Ols) 


rt 
| 01(e + 1, w) = c" ©4(,0). 
4. Przejdziemy teraz do bardzićj ogólnego przypadku. Niech 
Q = lw + w, 
g = Aw + biw, 


ab, — ab =1. 
i załóżmy że b jest liczbą parzystą. 


W takim razie mamy 


9 
gdzie r = 5 [1 + (— 1y]. Uczyniwszy z = 0 otrzymamy 


O;(Q, a, NZ Ce;(e, w, 0). 
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6 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCII W PARYŻU. — TOM X. 


albo, krócćj, 


a, + bip EA 
O; ETY zE bo ) = CO; (o). 

Wykonajmy dla i b, szereg działań prowadzących do znalezienia największego wspólnego dziel- 
nika tych dwóch liczb, z tém zastrzeżeniem, żeby wszystkie ilorazy były liczbami parzystemi, i dajmy 
że takim sposobem otrzymaliśmy dwa następujące szeregi : 


b, by, b, O ZAZIE l 


4, Jis 72: + +s Ja=i» 
gdzie 4, q4,... 7, - + są liczbami parzystemi, i 
bm = (mbn+ F dna, (M=0,1,..., n — 2). 
Ponieważ, według założenia, b jest liczbą parzystą, a b, nieparzystą, zatóm z powyższego związku 
między trzema liczbami 
bn, dm+1s dna 


wynika, że b», Dy, by,..., są liczbami parzystemi, a by bz,... nieparzystemi; przeto n musi być liczbą 
nieparzystą. Z tegoż samego związku wypada jeszcze, że jeśli m jest liczbą nieparzystą, to 


bm = dna (mod 4), 


tak że jeśli b, jest formy 4k + I, to i b3; b.,.... są formy 4k- 1i wtedy ba = 1; jeśli zaś %, jest formy 
HM — 1, to dz, bss.. i bn są formy 4k — 1, tojest, ba = — 1. 
Za pomocą liczb a ia, utwórzmy nowy szereg liczb 
A, Oy, Q, Q3,..., Qn 
w którym każda liczba otrzymuje się z dwóch poprzedzających według wzoru 
am = gul F dna, (M =0, L,....n—2), 


zkąd widzieć można, że ami @m+ə są liczbami jednakowćj parzystości; więc dwie liczby a, i au są 
obie parzystemi albo obie nieparzystemi. 


Dalćj, z dwóch równań 

Am = nl. F Om+2, 

bm = qnbmsq -H bms 
rugując gm otrzymujemy 

Ambmii — Anqbm = — (Onki in — Oanrin) 
zatém 
Cmbm+i — Ompibm = (— 1)”(ab, — a,b), 

czyli 


Ambn+4 — Qm..10m = (— 1a: 
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WYZNACZENIE STAŁYCH MNOŻNIKÓW. T 


Na zasadzie pierwszego z równań (2) mamy 


0. a byc zj r da + bp Ə a= a — b, 

À mam a a; - bio A a, + bio y 

przyczém należy pamiętać, że rzetelna część pierwiastku kwadratowego powinna być dodatną. 
W ogóle, w ciągu całój tćj rozprawy, pod wyrażeniem 


VP 
rozumieć zawsze będziemy tę z dwóch wartości pierwiastku kwadratowego z danćj ilości p, któ- 
vćj rzetelna część jest dodatną; jeśli zaś zdarzy się, że p będzie liczbą rzetelną i odjemną, to powyższe 
wyrażenie będzie oznaczać tę wartość pierwiastku kwadratowego, klóra ma przy £ współczynnik 
dodatny. 


Zważywszy że 


PETA at Erara 
»(ż Yy FE Ez »(— q-+ DR L 


lecz z dwóch pierwszych równości (3) wypada że funkcya ©;(7) jest peryodyczną, z peryodem 2, 
lak że 


Osla) = O3(s + 2m), 


przeto, ponieważ g jest liczbą parzysta, poprzednią równość można przedstawić tak : 


ai + ati) | /, ak a a+b bo Q. E M4 — że 
a + lm a, + bp "UG -Fóę Je 


Rozumując podobnie, znajdziemy 


a [z bap) Ba iż ków g, (2 + ba) 
N "Aa at bap. (dą F ba)’ 


©. (2+ ba) ETEL] A> + b a. (= a - baj 
* Mda + bo) az a; F by, bza | az -|-bzo I’ 


koc, s na Fin (= ta 
a(t 5) V iż ma 37 Jews E 


W ostatnićj z tych równości zauważyliśmy że 5,45), @ @n p1 = 0n, gdyż HMTESLTANE 


Z szeregu powyższych równości otrzymujemy za pomocą rugowanii 


Ə a + bio a —- ba a + bio 4, lly + b og b, j. 
a(t) = [7 i ak -ete > oda V EE * i TĘ 
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8 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TUM X. 


Lecz b, =+1, przeto 


— b - An H- lin? 
a (Zz) Vi SE os aho). 


Z drugićj strony, za pomocą równości (3) łatwo przekonać się, że 

©; (Unban Ep) = Or lp), 

przyczém 
3 abn 3 Oa 
r=z [1-+(— 1) j=;[t Gai aęć A 
albo, ponieważ a, = a, (mod 2), 
GM a 
r=5(1+(—1) l; 


przeto 


= SA . (1, bp 5 
alapi) = i E 


w skutek czego otrzymujemy 


4 + bip / . a+ bo E TY) SR aa a JE EYE: 
À; baj Z JS i S T e e. asp ł / -ł — 0,(.) 
EEE) 4 04 + bip | az = bap V i % a 


r =5 [L+ (— 1)4). 


la, < bio) 
-. AE == 109), oy 
E CE, (p) 
znajdujemy 
Gy ROW. JP AZÓR la EE 
(4) C= ah p | / —_ a tbe = | „Any dnia L fin H bu A 
04 -+ bip a- bz an > Do b 


5. Postaramy się teraz wyrażenie (4) przywieść do prostszćj postaci. 
Weźmy pod uwagę jakikolwie!: z czynników prawćj strony wzoru (4), naprzykład taki : 


/ -bno 
U (=i — TR 


— > O -|- Pmi. ec 0; 
U +2 


Łatwo przekonać się, że liczebna wartość Bu jest mniejszą od liczebnćj wartości «n, to jest, 
Pina . 


W samćj rzeczy, przypuszczając że p =r -+ si, mieć będziemy 


3 Jaz dm F bmt =- dst 
MM 


— D o 4 ; 
ahir s 0205354. 
(m +4 =" em 17 W tg UR 1ł 
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WYZNACZENIE STAŁYCII MNOŻNIKÓW. 9 
Rzetelna część lewćj strony równa się 


(Umi F bms)? ar bn „s w." i bn + Ua M ta 


ztąd widać że ona jest dodatną; zatćm 
a 2 
a?n>fór. 
Ztąd wnosimy, że rzetelna część iloczynu 


w 1—(—1)" 
c-tjm T (am + Pmi) = = 3 í (omt Pui) 


est dodatną ; zatém 


E T wa Ż2 (— miin E bme „(-1)m ZÉ e-l- Im Ë (—t)vi Am + ómo_ _ (jm $ am F bmo 
a WIK ) Hia +8 
dm+-1 m+17 dm+1 m+ Amy m+10 


Przedstawiając pod taką postacią każdy z czynników wzoru (4), otrzymujemy 


(5) 6 = p + bp y= + bp Raj j č + nop pa + bo E 
| a, + bip dą -- bz an  bnp b 


n 


6. Weźmy teraz pod uwagę jakikolwiek z czynników wzoru (5), naprzykład, 


Am bmp 
V z R 7 (m<n). 


i przedstawmy tak : 


A du ów VW am bmp 
ar (GREG a czczo ln p] 
Ansa F msp am -Edmaip 


gdzie oczywiście r, = + 1. Pozostaje nam okazać jak się wyznacza znak en. 
Czyniąc, jak zawsze, o =r +-st, (s>0), mieć będziemy 


| au ów _ Vam-ów PVP A V—in— bnt VP 


We c "= y lae za + Omat + Vq Fig J PET — baza + Vq 


gdzie 
p= (an bnr 4n, 
q = (amsa F dr)? A bme 
1=+ 1 jeśli bn>0, ià =— 1 jeśli bn<0; podobnie p = + 1 jeśli 4,,,>0, i p = —1 jesli bn+1<0. 


Oznaczając rzetelną część powyższego ilorazu przez A, mamy 


r. U— y (an +b + Vp) lam + dna” + va) AE du y (— Am — bnr + Vp) Lamu — bm r+ v4) ; 
p2 + Q? 


gdzie P i Q przedstawiają pewne wielomiany. 
ART. 1. . 2 
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10 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM X. 
Jeśli dwie liczby òm i 44 Sa jednakowych znaków, to 
„a = 
iz powyższego wyrażenia widzimy, że w takim razie 
A>0, 
w skutek czego 
m=|. 
W przeciwnym razie, kiedy 4, i b,.., są znaków różnych 
W=— |, 
i wartość A będzie takiegoż znaku jak ilość B 
B= (a, bnr Vp) (a, pi Flm + vg) —- = m — bnr F vVp(— msi — Ümar -+ va) , 
albo, po uproszczeniu, 


I sa, : 
3 B = (am + br) v4 + (amts + dna) yp- 


Przy jakiejkolwiek szczególnćj wartości », od — do +o, ilość B nie może być równą zeru, 
gdyż wtedy oczywiście i A byłoby równe zeru, i ilość 


am bp 
Am +1 + Am p 


byłaby rzetelną, co być nie może; oprócz tego B jest funkcyą ciągłą ilości r, przeto zachowuje jeden 
i tenże sam znak przy wszelkich wartościach zmiennćj r. Dla znalezienia tego znaku dość jest w wy- 
rażeniu ilości B podstawić za ” jakakolwiek szczególną wartość, naprzykład, 


r=— Pt, (m<n, bm nie=0); 
Do 


wtedy otrzymamy 


B= du — Om beż mi Dras =L— t)2 3, 
( LB y 157 ( )"s 


gdzie p = 1, jeśli 6„.4>0, i p =— 1 jeśli 5„.1<0. 


Z otrzymanćj szczególnćj wartości B, widzimy że, przy wszelkich wartościach dla „, znak ilości B 
a tym samym i znak ilości A jest zawsze taki sam jak i znak liczby 


(— 1)" bnti 


Ztąd zaś bezpośrednio wnosimy, że we wziętym pod uwagę przypadku, kiedy 4, i b,., są różnych 
znaków, znak em jest tenże sam co i znak liczby (— 1)7%w+,, 


Umiejąc określać znak jedności «m przy wszelkich wartościach m od 0 do n—1, weźmy jeszcze 
pod uwagę ostatni pierwiastek z prawćj strony równania (5), to jest, 


ntô ne _ Van + bne 
pak Aaa, karer Rr 
bn Vb, 
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WYZNACZENIE STAŁYCH MNOŻNIKÓW. 11 
Jeśli b, = I, to oczywiście e, = l; jeśli zaś b, =— 1, to również łatwo przekonać się że ..=— 1, 
ul 


tak że zawsze en =, =(—t) * 


Podstawmy teraz we wzorze (5) na miejsce kaźdego z pierwiastków kwadratowych ich nowe wyra- 
żenia, które dopiero co rozpatrywaliśmy i znieśmy wspólne czynniki licznika i mianownika; znaj- 
dziemy 


Va bp 


Va" 


(6) G JEKCEZESU 
zi. 
gdzie s, =(— 1) * , co się tyczy pozostałych czynników £, z4,...,8,,, tO: 
l° Jesli bmn i bm są znaków jednakowych, e„=1; 
2 Jeśli bm i Öm+ı są różnych znaków, s„=l jeśli —1)72,4>0, i em = — 1 jeśli (—1)7%,1<£0. 


7. Iloczyn t,,..., en, którego wartość równa się +1, zależy wyłącznie od liczb b i by. Dla znalezienia 
jego znaku należy w szeregu liczb 


b, by, Dz, + o o1 Dnis RZEZ 


zwracać uwagę na każdą przemianę znaków i odpowiednio każdćj z nich, jak naprzykład b,n, bg 
należy zapisać znak liczby (— 1)7%,,,43 iloczyn takim sposobem otrzymanych znaków da nam znak 
szukany iloczynu et. . . epe 


Łatwo zauważyć, że dla wyznaczenia iloczynu ee, .. . e, można postępować inaczćj, a mianowicie 
tak : 


Policzmy ile w szeregu 
b, by, basse y Üni b, 


znajduje się wyrazów odjemnych, niech ich będzie /; zauważmy następnie ile oddzielnych grup 
tworzą wszystkie odjemne wyrazy powyższego szeregu, dajmy że ich jest m : szukany iloczyn będzie 
aon te = (1) M. 
Naprzykład, uczyńmy 5= 26, bı = — 29; otrzymujemy szereg 
26, — 29, 26, 23, - - 20, -- 17, 14, 11,—8,—5,2,— 1; 


zatóm l =6, m=4, i w... a=. 


Idąc śladem Legendre'a, będziemy przedstawiać liczbę ct . . . 6,48, symbolem 


ll 


który według powyżéj danego określenia, to jest 


h 
= |=f(—4l» 
[z] zab, I 


pozostaje zupełnie wyznaczonym dla jakichkolwiek wartości b i by wzajemnie pierwszych, tak że by 
może być liczbą parzystą, albo obie liczby %i b, mogą być nieparzystemi. 
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12 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM X. 


Wzór (6) można napisać tak : 


=|5] __Va+bo 
h Te a 
HE 


w skutek tego 


ab 
(7) o, aEhe)= Hi A, 
i a -+ bę | no C= 
(—1) 
w 
|=3U+—1) 
przytćm 5 według założenia jest liczbą parzystą, 


Gdybyśmy zrobili przypuszczenie że % jest liczbą nieparzystą a b, — parzystą, to, postępując tak 
jak w poprzednim numerze znaleźlibyśmy 


TEEVEN PIE 
(8) os (e) = A Ge n 0,0) ), |r=zU+—97] 
= 


Naprzykład 


1 


gdzie [=] = 1, więc 


— 5+4 E 
O; G-Z)=" J VIY Te O(p). 


W tym nareszcie przypadku kiedy obie liczby, b i % są nieparzystemi, znajdziemy 


—4) 
(9) Əs (e) = SA m Eob H aA 
SS= =|; io, 


gdzie bn = + I, a a, otrzymuje się z a i a, według równań PRZY w n* 4. 


Zresztą łatwo jest zauważyć, że jeżeli ó i b, są liczbami nieparzystemi, pierwszemi między sobą, 
to wykonywając szereg działań, jak przy szukaniu największego wspólnego dzielnika liczb b i by 
z zastrzeżeniem żeby wszystkie ilorazy były parzystemi, dojdziemy zawsze do reszty b, = +1; w takim 
razie mieć będziemy 


(10) ği pa |= [z] p ef E la+ ue T 


przyczém pamiętać należy, że ostatnia reszta b, powinna być równą +4- 1. 
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Naprzykład, żeby znaleźć wyrażenie dla 


3—4% 
3 (> an r 


wykonamy naprzód szereg działań jak dla otrzymania największego wspólnego dzielnika liczb 57 i 
— 43 ; otrzymamy wtedy dwa szeregi 


13 


51, — 48, — 29, 15, 1, 
= 9/ <9 -—9 
2) =" = 
ztąd znajdujemy 


prócz tego n = 4; zatém 


3 — 43 5 — 
©; (Sra) =i et V—4 -+5 Op). 
Weźmy jeszcze jeden przykład 


O padlina L. | . 
31461256 


Odszukując największy wspólny dzielnik liczb 125 i —19, otrzymujemy dwa szeregi nastę- 
pujące : 


125, — 19, 11,3,—1,+-1, 


ztąd 


3 — 1 — 1% - = 
o| pp) = ©" VOF 0x). 


wiz ; A T Da PE 
9. Zajmijmy się teraz wyprowadzeniem niektórych własności symbolu Ẹ | } 


Przedewszystkiém łatwo przekonać się, że jeśli 5>0, to 


" eo 
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Rzeczywiście, przypuśćmy że w szeregu 
2, by, Ba,..., Dn 


znajduje się / liczb odjemnych, tworzących m oddzielnych grup, tak że 


Przemieniając znaki przy 2b i ły na przeciwne, liczby b», b;,..., b, także zmienią swoje znaki na prze- 
ciwne, i olrzymamy nowy szereg s 
— 2b, — bi, —bą,..., — bns 
w którym liczba odjemnych wyrazów będzie się równać 
l=n+1—, 


a liczba grup z odjemnych wyrazów będzie 


ba +1 


m =m + — ;, 
gdyż według założenia b>0; więc 


ER a Ni E T ATE 


bn-+1 
2 


Lecz n jest liczbą nieparzystą, a b, = b, (mod 4), przeto 


— 2l ime H 
pje 


albo 


Jeśli w jakimkolwi:k danym szeregu liczb 
| | a, b, e,.., k, LĄ 


gdzie nie ma zera, znajduje się / liczb odjemnych, tworzących m oddzielnych grup, to zgodzimy się na 
chwilę pod wyrażeniem symbolicznćm (a, b, c,..., k, l) rozumieć — 1)—". 


Założywszy to, łatwo przekonać się, że 
| RRS GE AA IC RENO I AŻE 
ztąd znów wynika, że 
LOPALAS EZ AWZ CR EGAOWC ADC 
itd. 


95 
Przypuśćmy następnie, że dla znalezienia wartości symbolu [x] otrzymaliśmy szereg 
1 


200, dy Bay, BE 
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EJ 


wyznaczą się za pomocą następującego szeregu 


2b, zwi by, bą, re bz, +sy bi An bn, 


wartości symbolu 


i mieć będziemy 


2b 
[3 | = 20s bis 206% bis U) (bns b boo (Bazis — bas) 
2b 
[5] = (2b, — b, b) (bą, = bz, bi) (bi, — bs, bo) (bum —b,). 
Po! 
Nazwawszy przez æm jedność wziętą ze znakiem liczby 0„, mieć będziemy 
(=; bn) = CREN (PORS To Gai 


(n3, REY 0, 1)=«-30, -i (Baa pg On- (EA 


(bą, bz, by) = malba» — bz, bi), 
(2b, bi, ba) = au (2b, => bis b>). 


Mnożąc odpowiednio wszystkie te równania i biorąc pod uwagę poprzedzające wyrażenia dwóch 
symbolów, otrzymamy 


2% 2% 

12 wiz | 
) b, | ý zw bi 
gdzie «= 1 jeśli b>0, i a= — 1 jeśli b<0. 

Z równań (11) i (12) otrzymujemy jako wniosek 

d4 

í — 2b =” [ 20 
13) Ż | (1) 7 | a 
i dana 


10. Biorąc pod uwagę równość 


©;(0, Q', z) = Ce "20, (2,0, w), 


gdzie 


Q = lwp 2bw', = 


a = umn Hh, r=gl! --(— 1a], 
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i podstawiając po obu stronach z PE. na miejsce z, otrzymamy 


bbi 


e(a,0',3)=Ce *%e" 


j=z 1 — (— 1)"; 
ztąd, czyniąc z==0, 


2% Ja -L Ibs + Ubi 
o (15) = =|ę]|-=E y Va żbp_ h * i " 
Ves 
Lecz 


o (ati) =o (ie |) =o (eteta, 


przeto 


o (etapatan pe ET „-F 


Le cz, inaczćj, na mocy wzoru (7) mamy 


a-- 20 


fatato _[ w | VEE o, 
SG an z] V-T” Oj (e); 
fass 2 


zatém, porównywając, znajdujemy 


HE Vont mei 


% - 
7 RE zl: 
p uT e ia 


więc w ogóle, przy jakiejkolwiek liczbie b, parzystéj lub nieparzystćj, mamy 


% HT % 
| |-=0 i Fal 
albo i 
- 9b UL)| y 
14 = (— 1)" a 
(14) aler) 
gdzie'n oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą, dodatną lub odjemną 
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Niech 2b i b, oznaczają dwie liczby pierwsze między sobą; wykonajmy z 2bi bı, szereg działań 
potrzebnych do wyznaczenia wartości symbolu 
2b 
|: 


dajmy że po uskutecznieniu ich otrzymaliśmy dwa szeregi 
26, by, dayasa (4, = EE | 
1» Jiss Jois 


tak że 2b = qb, + bzn, by = qib + by, i t. d.; przytém liczby bz, bisse, Bo Qis qase*> Tu, SĄ pa- 
rzyste, a by, bz,..., b, — nieparzyste. 


Oczywiście mamy 
2%] [b 
=R] 
gdzie a = — 1 jeśli ,<0 a b i bą są znaków różnych ; we wszystkich innych razach a= 1. 


Dalćj, na mocy (14) otrzymujemy 


41 [ 4 uhry 

= ja] aa | z (aa wj => . 

[zH Th |= [z] ; 
+ 1026]_.,, „TE L 
zla |-*—P" ill]. 


Z drugićój strony, mamy : 


U 


tb 2920, 2bą 2b 
- = | — | =a -|' 
bi. bi bi 


przeto 


i, na mocy (14), 


g e pb: ro 
24] _[_ 2% =-1* [2], 
Ta qb + bz r bz 8 


lak że 
tb mi 2%, 
| |= po al > l ) + bs 


Więc 


A A AE 


Wnosząc w obydwóch stronach b», bs, bi, b; na miejsce 2b, bi, bz, bz, otrzymujemy 


pae 


ART. 1. 3 
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Podobnie postępując dalćj, dojdziemy do równania 
bns = 4 oz bna 
E bno. ba i dna ag * bn b, z x 


Ze wszystkich tych równań przez rugowanie otrzymujemy 
JEZ oe bni a . 
t ba alko b, E 5 b, z $ 
4 |. nt a i =], 
PORE 
4 1[29][ 44] __ 
[lie 
2 4 1[29]__[4% 
Ay A aA 


Odszukując wartość symbolu | A łatwo jest przekonać się. że 
bać | 


lecz b, ==+ 1, przeto 


kk 


w skutek tego powyższe równanie można przedstawić tak : 
w =] 

11. Niech b i by oznaczają dwie liczby nieparzyste i pierwsze względem siebie; wykonajmy szereg 
dzieleń jak dla wyznaczenia wartości symbolu [z] i dajmy, że przytém otrzymaliśmy następujące 
dwa szeregi liczb : 

b, bir bana b= E, 
Mr Mise -5fn-1) 
gdzie q,94,.-., 9-1 Są liczbami, parzystemi, a b, by,..., b, — nieparzystemi ; prócz tego b =qly + ba, 


bi =qb-bh, i t d. 


symbol H można wyrazić tak : 
„I 


| u (GB aj |_|. 
„| by a bq, Fbs 
gdzie a =— 1 jeśli b,<0) a b i bą są różnych znaków, w innych razach a= 1. Dalćj, na mocy (14) 
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otrzymujemy 
1 bA 
m... BĘ FA (= pF [| A 
baqi + bz. bz ; 
zatém 


RREA] 


Symbol 7] można przedstawić tak : 


p J 2%, _]_ 18 T 25,1. 
qb + ba [zh 


abaa ii 


gdzie ß =— I jeśli b<0 a b, i b są znaków różnych, w innych razach $ = i przeto 


[o [e] 


Mnożąc powyższe dwa wyrażenia, otrzymujemy 


HEHH. 


Niech e oznacza — 1 gdy obie liczby b i b, są odjemne, w innych razach e = 1; podobnie niech e' 
oznacza — 1, gdy b,<0, i by<0, w innych razach e =1. Oczywiście mieć będziemy 


aß -re 


lecz 


aji 


Dalćj, z równań 
b, =quba + bs, b =qb, + ba 
wynika, że 


bu—bs—q g 
— = 3 (mod 2), 


3 


b—bą_q g 
15$ (mod 2), 


r 


gdyż bı i b są liczbami nieparzystemi. 


Wniosłszy otrzymane wyrażenia w poprzednie równanie znajdujemy 


24 : AE ata -4 2by a i ma -Aht Ibr] 26; 
„kC E A zla 


«ji 


woj | 
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albo, inaczćj, 
hil bs tb 4 


s —1 
2% || 2%, z „[26T[2%5 e 
H n 


Na mocy tego równania otrzymujemy 


bi—A bz —A FF 


ab E 
e JAR" 2 3 
b 


; bn 52 nl bu—A—101-1 
E pe 


My uważamy n za liczbę nieparzystą, co oczywiście zawsze można dopuścić, gdyż jeśli b, =+ 1 
przy n parzystym, to następne dzielenie 5,_, przez b, da nam kai banı 21, i n-EI będzie liczbą 
parzystą. 


Mnożąc poprzednie równania, otrzymujemy 


b- -A by— n= a— — 1 DN— 
[ET -4E Tri a T. 
E T x; ka Ia] 


Lecz b, = 1, przeto 


Fe) 


n 


bu 


Dh, AE 
[= = 68.2 =1 


a 


Z A : |= (— 1) jeśli b, =— 1, 
przeto 
24][ 22, z 
| |[|-17 "=" 
ztąd 
7 25 — 
(17) | |= .(—1) 7 = gi. 
gdzie bi b, oznaczają dwie jakiekolwiek liczby nieparzyste, pierwsze względem siebie; « = — 1 jeśli 


b, i b, są liczbami odjemnemi, w pozostałych razach «= 1. 
Równania (16) i (17) dają możność znalezienia związku między symbolem E „| i symbolem Legen- 


>» (b 
dre'a (z) lecz należy przytém przyjąć za znane prawo wzajemności symbolu Legendre'a, które 
1 


to prawo pomimo to poniżćj będzie dowiedzionćm. 
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42. Niech 2% ia oznaczają jakiekolwiek dwie liczby pierwsze między sobą, z których pierwsza jest 
parzystą, i niech Ża,, b, będą dwie liczby czyniące zadość równaniu 

ab, — 2a, 2b =1, 


przyczćm 2a, jest liczbą parzysta. Łatwo dowieść że 
2% 2b 
A [a HE] 


Rzeczywiście, podstawiwszy w obydwóch stronach równości 
Va F 2ł% 


(es) Vaa 


na miejsce p ilość 
== 2a, + SE — =: 
b,—2bp 


otrzymamy 

2 — 2a, + ap 

©s(p) =|7 Q; ( 1 e), 
3 Fa e bi — 2łp 
Nin APRA — 2% 
albo 

9 = 

8,(0= |, ea = zz z © (p). 

Ven 9: A 


i zważając że a= b, (mod 4), znajdujemy 
2%] [= W = 
EE" 


Dzieląc obie strony przez ©; (, 
JE | i 


albo (13) 
dh 2 
[x ]=[7] 0. Dato 
7 1 


'Takimże sposobem można dowieść, że jeśli 
2a.2b, —ab=1l, 


gdzie Ża i 29, są liczbami parzystemi, to 


19 
(o [z l=laz]: 


Dla dowiedzenia tego podslawmy w obydwóch stronach równości (8) 
v Ba F bo -|- ba H 
j 10 ©3z(p) 


i 


8 (4 PUZO WA |b „W 
ATETA =| zz] v 33 
CZP 


http://rcin.org.pl 


22 PAMIETNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM X. 


na miejsce p ilość 


— A -H 2ap 
50, — b; 


wtedy otrzymamy 


CE u 


;(e) =|; | ul van i pa =j 0: (). 


Dzieląc obie strony przez ©; (e) i zważając że 


ja 


| 


Ven FVF =i=e*, 


znajdujemy 


Lecz 


Bald 
JE s[ż]. 
[5]-> [z] | 


gdzie a =—1 jeśli a<0 i b>0 w innych razach a =1; g=—1 jeśli a<0, w innych razach B=l; 
y=— 1, jeśli a<0i b<0, w innych razach y= l; zatóm oczywiście 


afy=l, 


— b o 
| 2a 2a 
tak że powyżćj otrzymane równanie można napisać tak : 

BIEG 
24, |LŻa| 
a ztąd bezpośrednio otrzymujemy równanie (19): 
b | — 
3%, | 7 


43. Niech a i b oznaczają dwie liczby pierwsze między sobą, z których jedna jest parzystą, i niech 
ai, bi oznaczają dwie liczby zadość czyniące równaniu 


i wskutek tego 


47 


2a 


ay=adb=l, 
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Prócz tego załóżmy, że 
4° jeśli b jest nieparzyste, to b, jest parzyste ; 
2° jeśli a jest nieparzyste, to a, jest parzyste. 
Oczywiście mieć będzie my 
O; (Q, Q', z) = Ce “2 O; (w, w’, Z), 
gdzie jak zawsze, 
Q= lw- bw 
Q= aw -H bw, 
a wartość C oblicza się przy pomocy (7) lub (8). 
Wypisując na miejsce funkcyj ©; ich wyrażenia otrzymujemy 


bzzti 


œ © 
9 — SBE 2nrz 
142 Ż rt em = ce (1+2 X eos me), 


gdzie 


Pomnóżmy obie strony poprzedzającćj równości przez dz i całkujmy od z=0 do z =Q w kie- 
runku linii prostéj, — otrzymamy 


ee CC . nrz ; : ep: 
albo, podstawiając na miejsce g i cos ich wyrażenia podane przez potęgi liczby e, 
w 


Summę z prawój strony rozłóżmy na b częściowych summ, z których każda składać się będzie 
z wyrazów odpowiednich wartościom dla n kongruentnych względem siebie : uczyniwszy to 
powyższe równanie można napisać tak : 


au pL si ; i 
AA — [bsr +m) r+mb) 2u’ 
asc > f goa dz, 
m r Jo 


P=0, 4, %.0.;(CE0—95)], 


(m =— oo,..., H 09), 
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Wielomian w nawiasie, pod znakiem całkowania można napisać tak : 
* 


b(3* + 2mQz) + Zr0(z -+ mbo’) -|- mH H raw! 
= b(z + mo)? + 2ra(z + ma — maw) — mb0(Q —bw') + raw" 
= bàz + mQ)? +- 2r Q(z 4 mQ) — ZrmaQo — mabo -- r%0w', 


i, po podstawieniu, 
* si [b(z--m0)?+2r0(:+mQ)Hr2ne'|—(mab-FZrma)si 
= (z z 53) 10 | de: = a ha 
SOI . 
0 


albo prościéj, ponieważ ab według założenia jest liczbą parzystą 


st za e +m0)*-+2r0(z+mQ)-roe' | 
a= ZA dz. 


Podstawiając pod znakiem całkowania Qz zamiast kj mQ i dzieląc obie strony przez Q znajdujemy 
i [bQst-+2rQs+- rż! ] 
= ch Sh = dz. 
m r 
Lecz oczywiście 
am-+1 ni 


»-p © i 
KU „ (bQz*+2r0z-r*u') a! (bast +2ros+r?u') 
md e dz= ża 

=» 


m m 


z 
my 


zatém poprzednie równanie można przedstawić tak : 


|" SAN ; Een ,) + +(e—50E, 


3, 


albo 
=). (+ Oc 


Podstawiając pod znakiem całkowania z zamiast z + 7 i wyprowadzając wspólny mnożnik za znak 


summy, otrzymujemy 


D n aia A 
I=C 2° gi e s dz, (n=0, «..;5—1). 


przyczćm, oczywiście, znak całkowania rozciąga się na rzeczywiste wartości zmiennćj z. 
Biorąc pod uwagę szczególny przypadek, kiedy 


Q=o, Q= — o, 


http://rcin.org.pl 


WYZNACZENIE STAŁYCH MNOŻNIKÓW. 25 


znajdujemy 


lecz (2) 


przeto 
+e rP 
= 


gdzie ę oznacza jakakolwiek ilość urojoną w którćj współczynnik przy č jest dodalnym. 
Jest to znany wzór, wyprowadzony przez Cauchy. 


Wracając się do równania ogólnego, wyżćj otrzymanego, podstawmy w nićm na miejsce 


wartość 


otrzymamy 


gdzie summa rozciąga się do wszystkich wartości całkowitych r od 0 do b — 1, jeśli b>0, i od 0 
b1, jeśli 4<0. 


Rozbierzemy teraz oddzielnie dwa przypadki, kiedy liczba a jest parzysta i kiedy ona jest niepa- 
rzystą. 


lo Liczba a parzysta. W takim razie % jest nieparzyste, i ze wzoru (8) otrzymujemy 
J TRE spó _ 
=|; | wkl, 
=f 
gdyż 4, według założenia jest liczbą parzystą. 


Prawa strona poprzedniego ogólnego równania równa się 


ba +I l CUNS 
ka V (— 1)? |; = A = y= bila + bp 


Va + a +- b; 
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gd ż, ozywiście 


Va bo V= bi = V— bia + bę); 
ik fi 
zla]: 

Tia: ZA nF Yi 


albo, podstawiając —a na miejsce a i zważając że 


prócz tego, na mocy (19), mamy 


zatém 


mamy 


Dotąd przypuszczaliśmy że 5 i a mogą być dodatnemi lub odjemnemi; lecz pierwsza część osta- 
tniego równania nie narusza się gdy jednocześnie zmieniamy znaki przy a i b; wskutek tego można 
zawsze uważać że b>0, i w takim razie mieć będziemy 


zaj dE 


Ponieważ jednakże 5>0, mamy 


zatóm 


(20) > 


6>0, (r=0, l ... b— 1), 
przy czém a jest liczbą parzystą. Jest to znany wzór Gaussa. 


2° Liczba a nieparzysta. W takim razie, według założenia b i a, są liczbami parzystemi, i na za- 
sadzie równania (7) otrzymujemy 
b Va Fb 
= | „Ę' 


Pio z 
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lecz równanie (18) wskazuje że 


zatém ponieważ b, =Œ a (mod 4) 


Podstawiając tę wartość w równanie 


p ace V= iba bo) RO 2, bo) 


P 
otrzymujemy 
— zał rè a= a 


: "H (1) 7 y=, 


albo, podstawiając —a na miejsce a 


e_[b] S m e 
2e Ve RCIE 


r 


Przypuśćmy nareszcie że b>0, mieć będziemy 


zatém 
zui a TA a-pl 
SZM ři — 
(21) Że” =|]: * (1) 7%, 


(6>0), (6=0,1,..., 5b—1), 


przyczćm % jest liczbą parzystą. Jest to również wzór Gaussa. 


14. Wzór (20) rzuca nowe światło na naturę symbolu , gdzie a jest liczbą parzystą i daje mo- 


¿ność bezpośrednio wyprowadzić nie tylko te jego własności, które wywiedliśmy wyżćj, ale i nowe, 
które nie dają się otrzymać prostszą drogą. 
Przypuśćmy naprzód, że w równaniu 


Arai 


ze m 


* LAST Ti 
à 1) R 


liczba dodatna, nieparzysta b jest liczbą prostą. 


Przypuśćmy następnie że a jest kwadratową resztą względem b i niech x będzie liczbą zadość czy- 
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niącą kongruencyi 


a= zr? (mod %) 


oczywiście otrzymamy 


+ OR (rr)? ia | | 
Ra z” ” 5 (rz) AB Ag 7 r 
Pd ||| Esi , 
r r r 


gdyż, jeśli ilości » nadajemy po kolei wartości 0, 1,..., ġ—1, to iloczyn rx przechodzi przez wartości 
różniące się od poprzednich wielokrotnościami liczby b i porządkiem, lecz to nie wywiera żadnego 
wpływu na wartość summy. 


Według poprzedniego wzoru mamy 


zatóm 


Porównywając to wyrażenie z poprzednićm wyrażeniem tejże samój summy, otrzymujemy 
a y y J J y, y 


2a 
Gi 


I tak, jeśli b jest liczbą prostą, nieparzystą, a liczba a jest kwadratową resztą względem b, to wartość 


symbolu równa się + l. 


2a 

b 
W przeciwnym razie, jeśli a nie jest kwadratową resztą względem 4, to gdy r przechodzić będzie 

po kolei przez wszystkie wartości 

0, 15235. ..:0=1; 


iloczyn ar? przechodzić będzie po dwa razy przez wartości kongruentne według modułu % z każdą 
z tych liczb powyższego szeregu, które nie są kwadratowemi resztami, wyjątek czyni r=0, przyczóćm 
ar? = 0; ilość zaś 7? przechodzić będzie po dwa razy przez wartości kongruentne według modułu 4 
z każdą z liczb powyższego szeregu, która jest kwadratową resztą oprócz wartości 0 przez którą przej- 
dzie tylko raz jeden. Więc summa 


zai 2zi 
b 


EX 


równa się dwa razy wziętéj sammie pierwiastków równania 


a!— 1 = 0, 


Izai TA b--4 
a Ps -= 
De” =— (—1) * 2. 


r 


to jest, równa się zeru; ztąd ` 
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Więc jeśli a nie jest kwadratową resztą względem modułu b (% liczba prosta nieparzysta), to 


idą 


l tak, widzimy, że jeśli b jest liczbą dodalną, prostą i nieparzystą to, 


2a] _ 3) 
"Akta 
. gdzie (3) przedstawia znany z teovyi liczb symbol Legendre'a. 


Ztąd wynika, że jeśli b jest liczbą dodatną, prostą i nieparzystą, to 


2a 2a' | | Żaa' 
CHO a b | 


2a 2a 
M |z| 


= 
gdzie a= — I jeśli a<0, w przeciwnym razie a= 1; zatém 


2a || Ża „| 2a ll 2a „| Żaa' Ład 
EE aa --— — == cm — . 
—b |L- b. b b == 


„o. 
Ztad przekonywamy się, że równanie 
|5 IE 2a' | | 2aa' | i 


ma miejsce tak dla liczb b prostych dodatnych jako też i odjemnych. 


Lecz 


Oczywiście z poprzedzającego równani a wynika, że 


2a' |[ 2a” Mara: 
TEN OES b i 


Daléj, jeśli a jest liczbą prostą, nieparzystą, a b, b', W”, ... oznaczają jakiekolwiek liczby niepa- 


da 


39 ża 
aż b 


rzyste, pierwsze względem a, to, według (17), mamy 


7] —1)7 T| 
b ? a 
a—i '—i , 

Ja -8'(—1) 23 3 29 A 
b a 


zta 


-4(1A _ vi 
2a || 20 | (i bel 4 ra 
Zr | . =66.. .(—41)3 2 2 F 
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albo, biorąc pod uwagę wyrażenie (22) i to, że 
b—1 , 6—1 UAE 
5 +— +.. = 


.-—1 
——;— (mod ?), 


2a 
f 


Ztąd, na zasadzie (17), 


V..—l 
2a Weira.. 
Fh 88... (a a | 
U 


a 


(23) 


[5![7|-= | 


Równanie to oczywiście ma także miejsce dla a=2, gdyż 


4:—4 
; |= Tg 
b i 


Pozostaje nam dowieść, że równanie (22) ma miejsce i wtedy gdy liczba b jest złożona. 


Jeśli tego dowiedziemy, to oczywiście tém samém będzie dowiedzionćm, że równanie (23) ma 
miejsce tak dla liczb a prostych jak i złożonych 


Niech będą dwie liczby pierwsze względem siebie, jedna parzysta 2P, druga nieparzysta Q ; ozna 
czmy symbolem (2P, Q) iloczyn 


er0=|4][E]--[6]: 


gdzie pi, pa, ... Pm Są liczby proste, wchodzące w skład P, tak że 


RZ 2y +++ , Pm. 


Przypuśćmy następnie, że wykonywając nad 2P i Q szereg dzieleń, potrzebnych dla wyznaczenia 
, 9p 


wartości symbolu a , otrzymaliśmy następujący szereg liczb 


» 


2P, Q, 2P;, Qis :.. ZP, n=R—l, 


tak ż 


2P=4Q0--2P, Q 


7 = ly. 2P, +Q, . 
gdzie h, hy, .. 


> 
., są liczbami parzystemi. 
Niech Q=q472. . - qr gdzie 94, a, ++. Qr Są liczbami prostemi. 


Wychodząc z określenia i biorąc pod uwagę równania (22) i (23) otrzymujemy 


PARAT 2P 2P 
mom [2 E] E 
(2P, Q) zæ RIFA rail 
albo 
1 9 2P, 
ar o= [8 [8-A] 
gdzie a =—1 jeśli Q <0 a PiP, są znaków przeciwnych; w innych razach a= 1 
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, są liczbami prostemi. Biorąc znowu pod uwagę (22) 


Niech P; =p! p'a ... p's, gdzie P'o P'» .. 
i (23), powyższe wyrażenie dla (2P, Q) można zastąpić następującóm 


(2P, Q)=a ka kak „| ; 


ztąd, na mocy (14), 


wone 


albo, inaczéj, 
(2P, Q) =a(2P,, Qı). 


Lecz z drugiéj strony mamy oczywiście 


o|-elar|' 


zatem 


(2P, o ` | =P» 0) [el 


Więc także 
eeso) || = eP» |; |» 


TTE TW DIEM ACEI AWZ MEI Adka 


i rugując, otrzymujemy 
ep, o 7 | =P.) |: | 
ar, of F= T. 


Lecz Q, = +1, przeto 
2P, 


(2P,, Q n) = | U 


mofi- 


ztąd 
| 2p | = (2P, Q 
Q 
to jest 


REFR- PAE] 
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Ztąd, jako wniosek, wynika, że równania (22) i (23) mają miejsce i pomimo tych warunków, przy 
których one były wyprowadzone. 


: ze 2a : T 
Własności symbolu | = | wyprowadzone w tym numerze pokazują nam, że jeżeli b > 0, to 


[516 


tak dla liczby b prostćj jako tóż i złożonej. 
W teoryi liczb pod wyrażeniem 
(a 
(3) >o 


rozumieć należy wartość (3): przeto, biorąc pod uwagę (12), mamy 


NIS 
al", 
| 
— 
SE 
Ze 
| 
ZĘ 
|= 


=(-2)» jeśli a>0, 6>0 


"2a że PAT 
APEI 


tak że w ogóle, przy jakichkolwiek wartościach dla a i b, 


[7|--6): 


gdzie e= — 1 jeśli a ib są liczbami odjemnemi, w innych razach «= 1. 


15. — Znając wyrażenie czynnika © w równości 


ai + bip TAAA 
(zty ) = c06) , 


możemy bez żadnéj trudności znaleźć wyrażenia podobnych czynników, odpowiednich funkcyom 


ef O) 2 ©, EM o'i (stie, a a 
KEY a-|- bę J’ a-} bp 


Dajmy, naprzykład, że b, jest liczbą parzystą, i w równości 


bzzti 


e;(Q, A', 3) = Çe"? oj'w, w, 3), 


podstawmy z +5 na miejsce z, i następnie uczyńmy z= 0, to otrzymamy 


, A abzi 
Ay + b, ATE. SE 1 
e( TTY ="e o(p) 


http://rcin.org.pl 


WYZNACZENIE STAŁYCII MNOŻNIKÓW. 33 


Lecz w przypadku wziętym pod uwagę mamy 


+1 
ER 
rzeto 
1)zi 
abp) — z _Vapba e(o) 
HTETI |; STORA SU 
Vu? 
gdzie e= — 1, jeżelib<0 i b<0, w innych razach e=1; prócz tego by jest liczba pa- 
rzystą. 


Przypuśćmy teraz, że obie liczby bi by są nieparzystemi, wtedy mieć będziemy 


bi 7 3 ly Aig b, 0 Ai g +( (bi +b) o 
(pig) aa, = 6 ab; | 
Ztąd, biorąc pod uwagę wyżćj podane wyrażenie, otrzymujemy 


(ah--1)=i 


a, bio) — b-|-b, i Vab, E y 
(EE) „| | ©; (5), 


gdzie n= — 1 jeśli b<0 i b +-%, <0, w innych razach y=l. 


Wzór ten daje nam toż samo co i wzór (9), tylko wyrażenie mnożnika w tym ostatnim jest prostszćm, 
gdyż dla znalezienia jego wartości nie potrzeba szukać wartości liczby a . 


Podobnym sposobem możemy znaleźć wyrażenia mnożników dla wszystkich innych funkcyj i 
we wszystkich szczególnych przypadkach. Otrzymane przytćm rezultaty wypisujemy w niżćj 
umieszczonćj tablicy, przyczćóm pozwalamy sobie wypisać także wyrażenia dla modułów Vk Ni 
i paramatru 4,, funkcyj eliptycznych odpowiednich peryodom Q, 9', które się otrzymują przy po- 
mocy wzorów 


Gy + By, 0 (* ore) 1 a+b p ay- b, P) 
E=- (EE a--bp s) JE ° a+b) f = ( atha? „ a) 9s ( a--ba / , 
1 o a-b’ 1 Š mami dy by Z) o.("! + by À 
š E) (aTi, AT ( a- bo 


Rozumie się, że wyrażenia Vko Vki g mogą być znalezione bez pomocy wyrażenia czynnika C. 


Nie należy zapominać, że 


oznacza, dla skrócenia, wartość ilorazu 


ART. I. 5 
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dla z = 0, tak że 


/ PARYŻU. — TOM X 


a (sE , a) —=93 = D= 


el 3042 JESZ 
n ea— vy) m=L2, j 


oc |, p= aro 
Nareszcie dla uproszczenia założymy, że b>0, co oczywiście zawsze można dopuścić 
49 Liczba b parzysta, (b>0) 


b a DW EĘ 
Oz athe) (2) T 
a+- bp, 


T cz 


bO! — 


1 R9 
(a -|- bę) Op.» WN 


= 5 [-(—t)"3; 
1 T eE 
6 qkbywj _| 2 ) ZE 
e (z, CH (—1) 


f, 4 (a+b) ©y(p, J=3 


i —(—1)s3; 
1 : sima ©. 
EIA (Ee Z a | 
a(t -5A  V 207 lato. 


I 
b a+b—1 (ab-kaybs)zi 
© utbe, Q (7 N- 1) 2 
ate") W 


nh 
EX 8 1) * (a+ b) O'ilew 
Jeśli a, jest liczbą parzystą, to 


abiri -2 b—1 
Vki =e * 4 Vk, vki y= KA g = (— 1) 2 
Jeśli a, jest liczbą nieparzystą, to 
me I. abri 
——Vk rz enpm 4 — 
yk =€ "VE" yki =e * VP g=(—1)?° g. 
2 Liczba b, parzysta (b > 0). 


A T a e  — 
els paja Ke e* 
a+b, 


(—1) 7 (a+ bp) Oilo) , 


aiH bo Ę b, ZYC RYN 
© EZ) : Ek e 4 (— 1) 2 a + bę) ole 


« | Wol 

a, + bio e 2b -WV bo) ©;(0 n= E EAT NA 
e (Ee) = (F7) > (a 3) ee) J= — (—1)71: 

EA e ) bl EE (Ap E (ab 

(ELA e AN P0ZĘ = PZ ! 
o (ZH > a) (ge ( 1) t. é (—1) (a bo) ©'4(p, w) 
Jeśli liczba a parzysta, to 
a ubri 22 abzi 1+1 
Vie SYF, Vy ze? Yb, g=(-1)3 tg 
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Jeśli liczba a nieparzysta, to 
LL 


dyni l Szyk u p 
Vi =e * YE" Vki =e VE” gı=(—1) ? ikg. 


3° Liczby b i b, są nieparzyste, (b6>0) 


a (GFE E V Tatia, 


o RFE E)EV enut ewh 


i=5 UHD; 


o. z jg —(—1)9; 


( a bp b 
b-+4 = E-N 
a bio 25 Y. =— 
(ethe a) (P0 e Vianes 
Jeśli liczba a parzysta to 

aybyzi abzi a,—1 

audi Fi dem d= 
F. YE ky =e í k: gı=(—1) ? ikg. 


E 
yk=e Vk , 


Jeśli liczba a nieparzysta, to 
= = abiri l STV a—i 
Vk =e $ ii =» g=(—1) ? Tkg. 


yk 


16. Ze wzorów Gauss'a dla summy 


Dość jest dla tego we wzorach Gauss'a na miejsce a podstawić a + b 
Takim sposobem otrzymane wzory razem z wzorami Gauss'a wypisujemy w następującćj ta- 


blicy : 
1° a i b pierwsze między soba i obie nieparzyste (b >0). 


R zib- 4)i 
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2° ai b pierwsze między sobą, liczba a parzysta (bœ 0). 


dla wszystkich parzystych lub nieparzystych wartości » mniejszych od b. 


Naprzykład, jeśli » jest liczbą parzystą, to 


nai nai z(a—bi_ 
zali FO WEJ A 
9 E bi | WEZ, 4 p 


(r =1, 3,5,...b—2); 


ztąd, podstawiając 2r - 1 na miejsce r, 


Podstawiwszy 4b na miejsce b i wziąwszy pod uwagę, że 


nai 


pala (r+-1) —(2b—r—4)(%6—r) 
b DE i 
e =e 5 


otrzymamy 


za(b—1)i 


Ee % a ()-— 1): (5) |: 


r 


Z... 
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Więc, jeśli b jest liczbą parzystą, to 


(r=0, 1, ...b —1), 


co zresztą można sprawdzić bezpośrednio ; jeśli zaś b jest liczbą nieparzystą, to 


= na(b—4)i 
— r(r-+1) — — 
ze =(2)* BY, (r=0,1,...6—1), ©G>O). 


gdzie b i a są jakiekolwiek dwie liczby wzajemnie proste. 


Lebesgue w jednćj ze swoich rozpraw dał nader ciekawy dowód poprzedzającego wzoru i nastę- 
pnie, posługując się nim, wywiódł także wzory Gauss'a (Journal de M. Liouwille., 1840). 


22 Stycznia 1877 roku. 


———-. 
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